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HpZlONl ELEMENTARI SOPR> I LIMITI 



Nei libri elementari di Algebra s’incontra in generale 
una lacuna: o non si tratta affatto l’argomento dei limiti, 
o lo si accenna facendone uso e senza fermarvisi, o lo si 
sviluppa assumendo come noto e semplicissimo il concetto 
di variabilità; ipotesi questa che rende oscuro ai princi- 
pianti anche il concetto di limite, e che pare molto ar- 
dita a chi, cominciando l’educazione matematica di giova- 
netti addestrati soltanto, e non sempre bene, nelle ope- 
razioni aritmetiche, abbia avuto occasione di sperimentare 
come essa non corrisponda alla realtà. 

Citerò alcuni esempi, fra i più noti. 

Todhunter, il valentissimo ed infaticabile istitutore inglese, 
lascia più volte intravedere la teoria dei limiti, ma non 
la tratta mai esplicitamente: non dico nel suo libretto Al- 
gebra for lìeginners (1), ma nemmeno nell’eccellente sua 
opera Algebra for tlie use of Colleges and Schools ove tut- 
tavia imprende lo studio delle serie; nemmeno nel suo An 
elementary Treatise on thè Theorij of Equations (2) che può 
riguardarsi in sostanza come un compendio di algebra 
complementare; nemmeno (e qui già usciamo dal campo 
dei libri che dico elementari cioè dedicati all’insegnamento 

fi) È quello tradotto dal sig. 0. Porcelli col titolo : Elementi 
dì Algebra (Napoli, 1871). 

(2) È stato tradotto dal eh.* Prof. G. Battaglimi, che vi ha 
aggiunto in appendice alcuni capitoli AeW Algebra for thè use of 
Colleges and Schools suddetta. Ha il titolo: Trattato elementare 
sulla teoria delle equazioni ecc., (Napoli 1872). 
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secondario) nemmeno nelle due opere .4 Treatise on thè 
Di/ferenliat Culcutus ed A treatise on lite Integrai Calculus (1), 
ove tuttavia deve fare, e fa, un uso continuo di quella 
teoria dei limiti che suppone nota e che (nei suoi libri) 
non insegna mai. 

Baltzer che ha scritto un’opera eccellente di matema- 
tica elementare (2) paragonabile (per copia di materia) a 
quelle di Salmon relative ad alcuni rami di matematiche 
superiori, un’opera dalla quale professori e studenti — 
forse più quelli che questi — possono ricavare gran pro- 
fitto, anch’egli Baltzer fa uso continuamente del concetto 
di limile senza mai spiegarlo e presupponendone la co- 
gnizione. 

Colenso nel suo bel trattateli di Algebra elementare 
(almeno nella edizione a me nota) (3), dei limiti non fa 
cenno e non ne parla nemmeno nel trattato di algebra, 
scritto con la collaborazione di Huntkr (4). 

Nelle due opere di Bertrand (5) tanto adoperate nelle 
scuole secondarie italiane e migliorate dalle non poche 
aggiunte degli egregi traduttori, il concetto di limile è 
più volte accennato, ma soltanto accennato; cosicché il- 
lustro Prof. Betti ha sentito la necessità di aggiungere 
in appendice alla sua traduzione dell’algebra una noia 

(1) Souo stati tradotti dal prelodato Prof. Battagline col ti- 
tolo: Trattato sul calcolo differenziale, con aggiunte (Napoli, 1870). 
Trattato sul calcolo integrale, con aggiunte, (Napoli, 1870). Le 
aggiunte sono prese dal Traité élèm. de la Théorie des Fonctions 
et du Calcai inffnitesimal del Cournot. 

fi) È stata tradotta dal eh. 0 Prof. L. Cremona col titolo Ele- 
menti di matematica (Genova 1865-1808). 

(3) Elementi d' Algebra v. D r . I. W. Colenso, nnch der ftlnf- 
zeliuteu Auflage des englisehen Origmals ftir deutsche Unter- 
richtszwecke bearbeitet v. G. Wolpkrt, (Stuttgart, 1862). 

(4) An introductory Algebra by Colenso and Hunteb. (Lol- 
don, 1872). 

(5) Trattato di aritmetica di G. Bertrand, prima traduzione 
italiana con note ed aggiuute di G. Novi, (Firenze, 1862) 

Trattato di algebra elementare di G. Bbutrand, prima tradu- 
zione italiana con note ed aggiunte di E. Betti (Firenze, 1862). 
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aopra i limili , ck’è una bellissima monografia sull’argo- 
mento, ma forse non alla portata di tutti i principianti. 

Negli Elementi di Algebra del Prof. Rubini di Napoli non 
è invero ammesso l’argomento dei limiti; ma il eh. 0 au- 
tore avendo voluto spiegare addirittura anche i concetti 
di funzione , di finito , di infinito , di infinitesimo , di pas- 
saggio per zero, ecc, e discorrere dei simboli ~ , , oX=» 

non ha potuto sviluppare abbastanza il concetto di limile 
nè in modo abbastanza intelligibile ai principianti (almeno 
nell’edizione del 18(51 de’ suoi Elementi , ch’è appunto 
quella che io conosco). 

Non moltiplicherò gli esempi (1), ritenendo che quelli 
già addotti, e l’indole di questo Periodico, giustifichino a 
sufficienza questo articoletto; nel quale mi propongo di 
colmare la lacuna indicata, trattando in modo affatto ele- 
mentare l’argomento dei limiti, e restringendomi soltanto 
a quanto è necessario agli studenti dei corsi liceali . — ai 
quali lo dedico — e rimandando pel resto alla lodata 
Nota del Prof. Betti. 



VARIABILI 

1. Nello studio razionale dell’aritmetica abbiamo (2) tro- 
vato opportuno (benché non necessario) di rappresentare 
con un medesimo segno un qualsivoglia numero, noD im- 
porta se positivo o negativo, intero o frazionario — e poi 
quando la teorica delle radici quadrate ha condotto al- 

(1) Fra t libri abbastanza noti in Italia, nei quali ho cercato 
invano un capitolo sui limiti citerò gli E temente of Algebra by 
James Hadoon, (London, 18(58), e il Manuel des Candidate à 
l’ È cole polylecgnique di E. Catalan (Paris, 1 857) ; nel quale però, 
si trova un eccellente capitolo sui numeri irrazionali o incom- 
mensurabili. 

(2) Immagino di fare una lezione alla 2. a classe liceale ; quindi, 
fra l’altro, suppongo nota la teorica razionale delle radici qua- 
drate, ma non necessariamente ancora note le teorie delle propor- 
zioni, delle progressioni, dei logaritmi; e di geometria suppongo 
conosciuti i primi quattro libri di Euclide. 
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r invenzione di numeri che non possono esattamente espri- 
mersi in termini finiti né mediante numeri interi, uè me- 
diante numeri frazionari, ma che, dati da una limita- 
zione (1), possouo in tutti i casi pratici — e con un er- 
rore ch’è in nostro arbitrio di rendere piccolo quanto si 
vuole — sostituirsi da un numero intero o frazionario che 
sappiamo determinare ; quando insomma quella teorica ci 
ha condotto al concetto dei numeri irrazionali (o incom- 
mensurabili ), abbiamo trovato necessario di esprimere questi 
nuovi numeri mediante nuovi segni diversi da quelli già 
adoperati nell’aritmetica ordinaria, vale a dire dalle cifre. 
È allora che abbiamo stabilito per 
Convenzione di rappresentare mediante ima lettera alfa- 
betica un numero qualsivoglia (non importa se positivo o 
negativo ) intero o frazionario, cioè razionale (commensura- 
bile), ovvero irrazionale (incommensurabile). ...(“) 
Richiamando questa convenzione riesce chiaro che con 
una lettera x non si viene a individuare un numero de- 
terminato come con la cifra 5 ; ma che possiamo alla let- 
tera x (o ad un’altra qualsiasi) attribuire un dopo l’altro 
diversi valori, come, p. e„ i valori interi 1, 2, 3, . , . 
nonché i valori frazionari o irrazionali compresi fra due 
qualunque di questi. 

2. Considerando i numeri frazionari 

L 1 1 i 

io’ io’ io’ io’ 



(1) È noto (Elem. di Aritmetica del Baltzbr, trad. da Cre- 
mona, Parte II, Aritmetica generale, pag. 8) che se di tre gran- 
dezze A, B, C la prima superi la seconda (A^>B), ina sia su- 
perata dalla terza (A<(C) si dice che la prima, A, è limitata dalle 
due altre, B e C, oppure che le B eC costituiscono una limita- 
zione per la grandezza A; e che si possono svrivere compen- 
diosamente quelle due disuguaglianze con la notazione B<^A<CC, 
oppure con l’altra equivalente C'^>Al^>B. 

Colgo questa occasione per rilevare due errori tipografici in- 
corsi nell’opera citata : 

alla pag. 8 linea 4 scendendo, invece di leggasi CT>B. 

» » 6 » » C<C.D » (T^>D . 
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X • * • 

e paragonandoli con la forinola ^ , si rileva ch’essi pos- 

possono dedursi un dopo l’altro da questa forinola, quando 
si supponga che x assuma successivamente i valori interi 
1, 2, 3, 4, . . . 

Paragonando questi stessi numeri con la formola — -, si 

rileva che essi possono un dopo l’altro ricavarsi da —, pur- 
ché ad n si attribuisca sempre il medesimo valore 10 e 
ad x si attribuiscano successivamente i valori 1, 2, 3, 4,... 

3. Da queste considerazioni e dalla convenzione (a) ri- 
sulta che una lettera potendo rappresentare un numero 
qualsivoglia, si può stabilire a nostro piacimento che essa 
o rappresenti durante un dato ragionamento sempre il me- 
desimo numero (cioè che assuma sempre il medesimo va- 
lore) o rappresenti durante un dato ragionamento succes- 
sivamente diversi numeri (cioè che assuma successivamente , 
un dopo l’altro, valori diversi). 

4. Quando una quantità, per sua natura o per ipotesi, 
è suscettibile di diversi valori, si esprime il fatto ch’essa 
effettivamente assume un dopo l’altro questi diversi va- 
lori, dicendo che essa varia da un valore ad un altro, e 
la si chiama quantità variabile o anche semplicemente una 
variabile. E per contrapposto una quantità che, per sua 
natura o per ipotesi, conservi costantemente il medesimo 
valore, vale a dire che sia invariabile (non variabile) si 
chiama quantità costante o semplicemente una costante. 

a) Qualsivoglia numero espresso in cifre è per sua na- 

5 

tura una costante (come, p. e., — , 125 ; ecc.) 

b) Con una lettera isolata possiamo esprimere una co- 
stante o una variabile a nostro arbitrio, secondo che ci con- 
viene di fare l'una o l’altra ipotesi (Per esempio, in un 
calcolo in cui entri come elemento la distanza media della 
terra alla luna, se dinotiamo per brevità con una lettera d 
questa distanza espressa in raggi terrestri, la quantità d 
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è una costante , perché rappresenta il numero invariabile 
(50 (1) raggi terrestri; se invece esprimiamo con una let- 
tera h l’altezza, in gradi, della colonna termometrica non 
in un dato istante, ma per un tempo continuato, siccome 
variando la temperatura varia l’altezza termometrica, e 
quindi il numero di gradi che essa raggiunge, la quantità 
h è una variabile). 

c ) Una forinola algebrica che contenga fra i suoi ele- 
menti almeno una variabile è per sua natura, in gene- 

CO 

rale (2), una variabile come, p. e., — , quando x sia va- 
riabile ; 5j/-|-l, quando y sia variabile, ecc.). 

Se sopra una retta finita, come base, si costruiscano 
quanti si vogliano triangoli terminati a una medesima 
retta parallela alla prima; e si indichi successivamente con 
la lettera T la porzione di piano racchiusa da ciascuno di 
essi, è chiaro che T rappresenterà una quantità costante 
perchè quei triangoli benché diversi di forma, sono 
tutti fra loro equivalenti (Euclide I, prop. 37). — Se in- 
vece sopra una retta finita, come base, si costruiscano 
quanti si vogliano triangoli terminati ad una medesima 
retta perpendicolare alla prima, e si indichi ancora suc- 
cessivamente con 7 la porzione di piano racchiusa da cia- 
scuno di essi, è chiaro che T rappresenta una quantità 
variabile, perchè quei triangoli essendo disuguali (Euclide I, 
assioma 9), T rappresenta successivamente quantità fra 
loro diverse. 

Una variabile si dice crescente quando i valori che suc- 
cessivamente assume sono di più in più grandi ; nel caso 
contrario si dice decrescente. 



(]) Approssimativamente. 

(2) Dico in generale perchè vi possono essere eccezioni. Ad 

esempio, la formola - —ih ll è costantemente uguale a 5 qualunque 
x 1 

sia il valore attribuito?ad x; dunque anche quando si assuma 

5(0-1- 1) 

essere la x una variabile, la formola — — pp è una costante. 

SO j 1 



Digitized by Google 







LIMITI 



5. Sia — una quantità variabile; se non poniamo alcuna 

restrizione ai valori di m ed n è chiaro che — potrà assu- 
mere un dopo l’altro tutti i possibili valori, positivi o ne- 
gativi, dai più piccoli ai più grandi, nessuno escluso. Ma 
se per esempio facciamo la restrizione che m ed n sieno 
interi, cioè che variando assumano soltanto valori interi, 

— non potrà essere che un numero frazionario o un nu- 
n 

mero intero (nel caso che il valore di m sia multiplo di 

*.171 

quello di n), vale a dire — sarà sempre un numero razio- 
nale (commensurabile); e quindi potrà ancora assumere 
tutti i possibili valori, positivi o negativi, dai più piccoli 
ai più grandi, esclusi però quelli che non sono numeri 
razionali e che abbiamo chiamato numeri irrazionali (in- 
commensurabili). 

* 

Per fissare le idee oltre alla variabile - si consideri il 

n 

• TU • 

numero y'75. Poiché — non può assumere che valori ra- 
zionali, per la definizione di v'tB non sarà mai ^ uguale 

a \ 75, che è irrazionale, ma sarà minore o mag- 
giore di v/73; e noi possiamo far crescere n quanto ci 
piace, e per ogni valore di n sappiamo calcolare un 

valore tale di tn che essendo minore o maggiore di v/75. 

ne differisca di tanto poco quanto si vuole. Basta, com’è 
noto, fare « grandissimo (cioè dare ad n un valore gran- 
dissimo) calcolare la radice quadrata del prodotto 75 n\ 
a meno dell’unità per difetto o per eccesso, e prendere 
il risultato come valore di m; vale a dire basta pren- 

771 • 1 

dere per — la radice quadrata di 75 a meno di-, per di- 
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7/1 

fetto o per eccesso. Se — è la radice quadrata di 75 a 

\ 

meno di- per difetto o per eccesso, essa differisce da y 75 
di una quantità minore di -i. Possiamo esprimere ciò di- 

771 • 

cendo che, al crescere di n, la variabile -, calcolala nel 

modo anzidetto per ciascun valore di n ( cresce nel primo caso, 
o diminuisce nel secondo caso , avvicinandosi a v/75 di tanto 
poco quanto si vuole. 

6. Se facciamo una restrizione anche maggiore, cioè se 
supponiamo che n variando non assuma p. e. altri valori 
che le potenze del 10: 

10 , 100 , 1000 , 10000 

771 

e che m sia un numero intero variabile , la quantità — 

non solo non potrà mai divenire uguale ad un numero ir- 
razionale, ma nemmeno ad un numero frazionario (1) il cui 
denominatore contenga altri fattori primi oltre al 2 e al 5. 

\ 

Per fissare le idee si consideri il numero — ; comunque 

o 

» % 771 » 

vari la - — nell’ipotesi fatta — essa non diverrà mai 

uguale ad ma potrà assumere valori che ne differi- 
scano di tanto poco quanto si vuole. Basterà infatti, com’è 
notissimo, prendere per n una potenza del 10 graude quanto 
si vuole, dividerla per 3, calcolare la parte intera del 
quoziente per difetto o per eccesso, e prendere questa 
parte intera del quoziente come valore di m; vale a dire 

basterà prendere per ^ la frazione decimale approssimata 
a meno di — per difetto o per eccesso alla frazione 

71 o 

771 • • 

Se — è la frazione decimale approssimata alla frazione 
(1) frazione irriducibile, propria o impropria. 
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a meno di per difetto o per eccesso, essa differisce da 
di meno di ì. Possiamo esprimere ciò dicendo che la va- 

riabile —, calcolata nel modo testé descritto ver ciascun valore 

, . » 

din, cresce nel primo caso, diminuisce nel secondo, al crescere di 
n, avvicinandosi ad — di tanto poco quanto ci piace. 

S’inscriva in un dato cerchio un poligono regolare 
di n lati (p. e. un quadrato Eucl. IV, Prop. 6) e si 
conducano i raggi perpendicolari ai lati. Essi dividono 
per mezzo i lati (Euclide III. Prop. 3) e gli archi sottesi 
(Euclide III. Prop. 30) ; cosicché se si congiungano coi 
vertici del poligono primamente inscritto i termini di 
quei raggi si otterrà, com’è facile dimostrare (imitando 
la dimostrazione della prop. 11, lib. IV, di Euclide) un po- 
ligono regolare di un doppio numero di lati inscritto nello 
stesso circolo, in questo caso l’ottagono. 11 nuovo poligono 
è maggiore del 1°, perchè questo è parte di quello; 
(Eucl. I, assioma 9); ma l’uno e l’altro sono minori del 
cerchio di cui essi sono parte (Eucl. I. ass. 9. 

Ripetendo l’operazione stessa sull'ottagono regolare, si 
ottiene un poligono regolare inscritto di sedici lati, il quale 
supera il precedente, epperò i precedenti; e continuando in- 
definitamente, si viene a formare una serie di poligoni rego- 
lari inscritti di un numero sempre maggiore di lati, i quali 
sono di più in più grandi, ma che mai possono divenire 
uguali al cerchio dato. Ciò si può esprimere diversamente: 
s’immagini l’ente poligono regolare come una grandezza 
variabile che deformandosi diventi successivamente uguale 
a ciascuno di quei poligoni regolari ; diremo che il poli- 
gono regolare inscritto nel cerchio è una grandezza varia- 
bile che cresce crescendo il numero dei suoi lati, ma che 
non può mai divenire uguale al cerchio. Siccome però 
sempre cresce, mentre il cerchio, che pur sempre lo su- 
pera, rimane costantemente lo stesso, è chiaro che si potrà, 
aumentandone convenientemente il numero dei lati, fare 
sì che il poligono differisca dal cerchio dato di tanto poco 
quanto ci piace, ossia far sì che il poligono variabile sempre 
crescendo si avvicini di tanto poco quanto si vuole al cerchio (1). 

(1) Questi esempi potranno aumentarsi quando gli allievi sieno 
più avanzati nello studio della geometria, e quando conoscano 
le teorie delle proporzioni, delle progressioni e dei logaritmi. 
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7. lina grandezza costante alla quale una grandezza va- 
riabile può avvicinarsi di tanto poco quanto si vuole, senza 
mai divenirle uguale; ossia una grandezza costante tale 
che la sua differenza da una grandezza variabile possa ren- 
dersi minore di ogni grandezza assegnabile, ma non mai 
nulla, si chiama limite della grandezza variabile. 

Negli Esempi precedenti v 7a può assumersi come li- 
mite di ~ per rn ed n interi , quando n cresca indefini- 
tamente ed m sia la radice quadrata a meno dell’unità 
1 • w 

del prodotto 75. n' ; - come limite di — quando n cresca 

o 71 

indefinitamente assumendo sempre' valori che sieno potenze 

del 10, ed m sia la parte intera del quoziente il cerchio 

come limite dei poligoni regolari inscritti quando il nu- 
mero de’ lati aumenti indefinitamente. 

La quantità 2-)-- varia (diminuendo) al crescere din; 
e poiché ì è tanto minore quanto più grande è n, la va- 
riabile 2-|-- può farsi differire da 2 di tanto poco 

quanto ci piace: per cui 2 è il limite di [ 24 -- al crescere 
di n. 

Si scrive che la costante L è limite di una variabile u 
con la notazione 

Z—lim.v . , ■ 

ove lim. è l’abbreviazione di limes ; e per esprimere che v 
variando si avvicina indefinitamente ad L, si dice che la v 
tende verso il suo limite L. 

Essendo * una quantità assegnabile piccola quanto si 
vuole, si avrà per definizione 

Z— c< 3; 

vale a dire che la differenza L — v può rendersi minore di 
ogni grandezza assegnabile; il che si esprime anche di- 
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'cendo che la differenza L—v al variare di v tende a zero, 
ossia che v tende a divenire uguale ad L. 

8. Teorema. Se per qualsivoglia valore di n si possa cal- 
colare con una data legge un valore di ni in modo che ™ e 

— j— 1 costituiscano sempre una limitazione per la quantità L, 

sarà L limile di — e di per n grandissima. 

Infatti per qualsivoglia valore di « si calcoli m in modo 
'Che sia 

L>- ed L<~ ' ~ 
n n 

il che può farsi per dato. 

Se dalle quantità disuguali L ed m ^ si tolga la mede- 
sima j, si avranno residui o differenze disuguali; e mi- 
nore sarà quella differenza nella quale il diminuendo è 
minore, sarà cioè 



m 



< 



m- j-1 



m 

n 



■ . , m-V- 1 mi , 

ossia, poiché — ^ — sarà 



j m 

n 



< 



Ora se m, variando, prende valori grandissimi, ^ assu- 
merà valori piccolissimi, i quali però non saranno mai su- 
perati dalla differenza L — — E dunque in nostro arbi- 
trio (poiché possiamo dare ad n valori tanto grandi, ep- 
però ad - valori tanto piccoli quanto ci piace) di rendere 
la differenza fra la quantità costante L e la quantità va- 
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riabile minore di ogni grandezza assegnabile; dunque, 
per definizione, sarà 

L=Um .^. per n grandissima. 

7ìt ^ 1 

Similmente se dalla quantità si tolgano le quan- 

7)1 • 

tità disuguali L ed 1 residui (o differenze) saranno disu- 
guali, e sarà minore quella differenza nella quale il sot- 
traendo è maggiore, sarà cioè : 



m{-\ . m 

« J< ^ n n 



perchè per ipotesi è ; 

m f-i 



. . , «i4-l m 1 , 

ossia poiché — ! -■=-» sara 

r n n n 

L<-, 

... 

Con le stesse considerazioni di poco fa si dimostra che 



per « grandissima 
grandezza assegnata 



— - L | può rendersi minore di ogni 

e; e quindi, per definizione, sarà anche 



per n grandissima. 

E il teorema è dimostrato. 

Corollario. Se A è un numero non quadralo perfetto , la 
quantità rappresentata dal simbolo \Z~Z~ è il limite delle ra- 
dici quadrate di A a meno di — , per difetto o per eccesso, 

quando n cresca indefinitamente. 

9. Teorema. Una variabile non può tendere simultanea- 
mente verso due limiti diversi. 

Sia v una variabile, la quale, se è possibile, tenda si- 
multaneamente verso due limiti diversi L ed U ; cosicché 
sia L' — L—k una quantità assegnata diversa da zero. 
Poiché L è limite di v, la differenza fra una quantità 
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qualsivoglia e v tende a divenire uguale alla differenza 
fra quella stessa quantità ed L; e, in particolare, la dif - 
ferenza {V — v) tende a divenire uguale alla differenza 
(LI — L), cioè uguale a fc. 

Ora essendosi supposto essere anche V limite di v, la 
differenza (1/ — v) potrà rendersi minore di ogni grandezza 
assegnabile (definizione, n. 7); quindi anche k, a cui quella 
differenza, tende a divenire uguale, potrà rendersi minore 
di ogni grandezza assegnabile. 

Ma non essendo k uguale a zero, ciò è assurdo ; poiché 
k è una quantità assegnata, una costante, e non è in no- 
stra facoltà, nonché di renderla minore di ogni grandezza 
assegnabile, nemmeno di farla variare. 

L’ipotesi che v tenda simultaneamente verso due limiti 
diversi 1, ed li conduce all’assurdo; dunque una variabile 
non può tendere simultaneamente , ecc. c.d.d. 

Corollario. Se L ed V sono limili di v, sarà L' — L=o, 
cioè L ed U saranno uguali. 

Perciò, quando si possa dimostrare cbe due espressioni 
algebriche diverse nella forma sono limiti di una mede- 
sima variabile v, si concluderà in virtù di questa propo- 
sizione che esse sono uguali — e nell’uguaglianza risul- 
tante si potrà leggere un teorema. 

Osservazione. — È da notare che la reciproca non è 
vera; cioè se due variabili v e v’ hanno un medesimo li- 
mile L, esse non sono, in generale , sempre uguali. 

Basterà verificarlo su qualche esempio. 

Le quantità 




2 



1 

n 



nelle quali n è variabile, hanno per limite 2, quando n 
cresce indefinitamente. Ora evidentemente per nessun va- 
lore assegnabile di n non è 2-j — i =2 — — . 



X. 
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Altro esempio. — Come il cerchio è il limite dei poli- 
goni regolari inscritti di un numero grandissimo di lati 
(n° 7), cosi si dimostra ohe esso è il limite dei poligoni 
regolari circoscritti di un numero grandissimo di lati. Ora 
se in uno stesso cerchio dato si considerino un poligono 
regolare inscritto ed uno circoscritto di ugual numero, sia », 
di lati, è evidente che per nessun valore assegnabile di n 
quei due poligoni saranno uguali (1), e tuttavia, quando n 
cresce indefinitamente, l’uno e l’altro tende al medesimo 
limite, il cerchio. 

iO. Teorema. Se ogni limitazione ili L sia una limitazione 
anche di U, le quantità L ed U saranno uguali. 

Infatti, per ciascun valore di n si calcoli un valore di m 
in modo che sia 



n ''' » 



ed 



m ^ , jn-\ 1 

« n 



il che può farsi per ipotesi. 
Sarà, pel teorema del n° 8, 



r »* 1 
l—lim.— i 

n \ 

L 

n J 



per n grandissima; 



•))% ' “ 

vale a dire che la variabile — al crescere di n tende verso 

n 

i due limiti L ed L 1 ; epperò, pel Corollario del num"" 
precedente, sarà : 

L=U c. d. d. 

Osservazione. Questo teorema ci dà il modo di ricono- 
scere o di stabilire l’uguaglianza di due numeri irrazionali 
(incommensurabili). 

11. Teorema. Se due variabili v e, v sieno sempre uguali 
e tendano rispettivamente e simultaneamente verso i limiti L 
ed L, anche L ed L saranno uguali. 



(1) L’uno è superato, l’altro supera la medesima grandezza 
'il circolo dato. 
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Infatti poiché v è sempre uguale a v', la differenza (L — o) 
sarà sempre uguale alla differenza (L — v). Ma poiché per 
ipotesi L è il limite di v, la differenza (L — v) — epperò 
anche la differenza (L — o) — potrà rendersi minore di ogni 
grandezza assegnabile; (N. 7). 

Sarà dunque L il limite anche di per definizione. 

Ma per ipotesi è L' il limite di v'; per ciò v tende si- 
multaneamente verso due limiti L ed L. Onde sarà (N. 9 
Coroll.) 

L=L c. d. d. 

12. Osservazione. Se v è una variabile, ed m è una 
quantità costante o variabile, anche il prodotto mv o il 

quoziente ™ saranno quantità variabili (N. 3 c). 

Teorema a) Se una variabile v tende verso il limile L, il 
prodotto mv tenderà simultaneamente verso il limile mL , 
quando rn sia una quantità assegnabile ( costante , o variabile 
indipendentemente da v). 

Infatti la differenza mL — mv è uguale al prodotto m ( L — u); 
ma L essendo limite di u, la differenza (L — v) può rendersi 
minore di ogni grandezza assegnabile: e quindi il prodotto 
di m, che è una quantità assegnabile, per (L — v) — ossia 
la differenza (mL — mv) — potrà rendersi minore di ogni 
grandezza assegnabile. Onde, per definizione, sarà 
•mfi=Lim(mu) c. d. d. 

Teorema b) Se una variabile v tende verso il limite L, il 

v T 

quoziente — tenderà simultaneamente verso il limite ~ quando 

m sia una quantità assegnabile ( costante diversa da zero, o 
variabile indipendentemente da v). 

La dimostrazione è affatto analoga a quella del teorema 
precedente. 

Milano, 22 novembre 1873. 



G. Jung. 

'*- w = s *®** j — — S 556* 
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